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En este trabajo de tesis, se presenta una aproximacio´n a la modelacio´n del
mercado de las telecomunicaciones mo´viles en Colombia, donde se adolece de
este tipo de enfoque, dado que las grandes empresas que tienen el control del
mercado no lo hacen pu´blico por los grandes conflictos de tipo econo´micos
que se manejan. Al inicio del trabajo se hace una breve presentacio´n del
escenario en el que se desarrolla el mercado, la evolucio´n que ha tenido y
algunas consideraciones de competencia, en un mercado que desde sus inicios
ha tenido el concurso de muy pocas empresas y ha sido marcado por un gran
monopolio.
Para la modelacio´n, se parte de datos de usuarios y precios disponibles en
las pa´ginas web de los operadores de Telecomunicaciones y de informacio´n
pu´blica disponible en las pa´ginas oficiales del Ministerio de Comunicaciones
de Colombia, el modelo de mercado presentado esta compuesto por cuatro
empresas de Telecomunicaciones Mo´viles: Claro (antes Comcel), Movistar,
Tigo y UFF; los tres primeros Operadores de Redes Mo´viles y el cuarto
Operador Mo´vil Virtual. A la fecha de entrega de la tesis ya han aparecido
otros dos operadores mo´viles virtuales.
El soporte matema´tico inicial para la construccio´n del modelo, se basa en
modelos desarrollados por Cricelli et al (2002), para el mercado de Teleco-
municaciones de Italia, son modelos basados en espacio de estado, es decir,
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, lo que presume
una cierta linealidad en el sistema que se desarrolla.
Se inicia con la identificacio´n de las variables del sistema y se construye
el modelo propuesto en variables de estado, pero como en Colombia e´ste
mercado tiene asociado un gran monopolio, la no linealidad en el sistema hace
muy dif´ıcil su modelacio´n, en especial para el operador dominante (Claro) y
para el operador ma´s nuevo en el medio (UFF); por lo que se ajusta el modelo
utilizando te´cnicas de inteligencia artificial, para este caso redes neuronales,
herramienta utilizada para modelar el comportamiento del sistema y sus
incertidumbres.
Finalmente, se presenta una discusio´n de las dina´micas del mercado a la
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1. Introduccio´n
La construccio´n de modelos para diferentes tipos de mercados, ha sido
un reto que tradicionalmente se ha enfrentado desde la Economı´a, la Eco-
nometr´ıa y la Estad´ıstica, puesto que es desde esas a´reas del conocimiento
que se han venido construyendo explicaciones a los feno´menos presentes bajo
condiciones ideales de equilibrio, normalidad y en muchos casos, linealidad.
Particularmente, los mercados de telecomunicaciones mo´viles, han sido mode-
lados desde diferentes perspectivas que van desde la construccio´n de modelos
de demanda en funcio´n de los precios, excedentes de consumidor como apro-
ximaciones al negativo de la derivada de la demanda, utilidades y ganancias
como funcio´n de la demanda y cuotas de mercado, todas las anteriores con
la finalidad de estimar beneficios, bienestar o analizar algunas dina´micas de
los mercados.
Desde el comienzo del uso de la tecnolog´ıa de tele´fonos mo´viles celulares,
han venido sucediendo diferentes feno´menos que tienen como consecuencia
la distorsio´n del mercado de telefon´ıa mo´vil. La inclusio´n de los servicios
de datos, hizo que el mercado de los celulares se tornara en un mercado de
servicios mo´viles avanzados en los que ba´sicamente se tienen una serie de sub
mercados como el de voz, movil-movil, mo´vil-fijo, mensajes de texto SMS,
los datos o acceso a redes sociales. Sin embargo, la literatura y la historia de
las entidades regulatorias de telecomunicaciones han enfocado sus esfuerzos
en el modelado del mercado relevante de voz mo´vil.
Desde la comisio´n de regulacio´n de comunicaciones de Europa, pasando
por Estados Unidos, Peru´, Chile y algunos pa´ıses de Latinoame´rica, los entes
reguladores han realizado much´ısimos estudios que se enfocan en el conoci-
miento del mercado a trave´s de dina´micas ba´sicas, sin prestar mucha atencio´n
a los feno´menos que hacen que los mercados este´n fuera del equilibrio. La for-
ma en la que se ha afrontado al problema, pareciera que se orienta a que el
mercado deba parecerse al modelo, ma´s no al reve´s.
Este trabajo busca modelar el mercado de telecomunicaciones mo´viles de
Colombia, haciendo una primera aproximacio´n desde la perspectiva de los
sistemas lineales y de control, usando para tal fin las ecuaciones diferenciales
y en el caso de no lograr un modelo compacto explicativo del feno´meno, se
buscara´ resolverlo mediante herramientas de modelado de sistemas no lineales
heredadas de la teor´ıa de control como lo son las redes neuronales.
Espec´ıficamente hablando, se supone que el nu´mero de usuarios de un
operador mo´vil es proporcional a los diferenciales de precios con sus com-
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petidores, sin embargo, existen otro tipo de factores que han demostrado
afectan la forma con la que los usuarios eligen tal o cual empresa presta-
dora de servicios, adema´s de la diferenciacio´n de las tarifas dentro y fuera
de la red. Esta tesis busca enmarcar las aplicaciones de la matema´tica, en
una problema´tica que ha sido de actualidad en Latinoame´rica y Colombia y
plantea un precedente desde la perspectiva del regulador, para proceder en
trabajos futuros al disen˜o de estrategias de control de mercado. Naturalmen-
te la situacio´n Colombiana de los u´ltimos dos an˜os, hace que la creacio´n de
un modelo compacto sea de gran dificultad para quien modela, puesto que
se han tomado medidas regulatorias que introducen perturbaciones de tipo
estoca´stico al sistema.
Segu´n la Comisio´n de Regulacio´n de Comunicaciones (CRC), en Colom-
bia el mercado de la telefon´ıa mo´vil ha tenido por varios an˜os el concurso de
tres Operadores de Redes Mo´viles (OMR) establecidos y dominantes del mer-
cado: Comunicacio´n Celular S.A. Claro (antes Comcel), Telefo´nica Mo´viles
S.A. Movistar y Colombia Mo´vil S.A. E.S.P. Tigo, cuya participacio´n en el
mercado en te´rminos de usuarios a marzo del 2011 es casi del cien por ciento
de los usuarios de telefon´ıa mo´vil en Colombia; con la finalidad de hacer un
uso ma´s eficiente de la infraestructura instalada en el pa´ıs, consistente en:
postes, poliductos, conductos, ca´maras, corredores fe´rreos, l´ıneas de trans-
misio´n ele´ctrica y dema´s, la CRC a trave´s de la ley 1341 de 2009 posibilita
la entrada de los Operadores Mo´viles Virtuales (OMV), esta ley promueve
el uso eficiente de la infraestructura y la optimizacio´n de los servicios de
telecomunicaciones y se dictan medidas regulatorias sobre el tema, esto en
beneficio del desarrollo del sector de las Tecnolog´ıas de la Informacio´n y las
Telecomunicaciones (TIC) y con el objetivo de proveer mejores servicios en
beneficio de las comunidades ma´s desfavorecidas y alejadas del pa´ıs.
Un OMV se sirve de las redes de los operadores mo´viles establecidos pa-
ra prestar servicios mo´viles a los usuarios finales, en Colombia este tipo de
operadores ya comenzaron a incursionar a trave´s de UNE y ETB prestando
servicios de datos y UFF prestando servicios de voz y datos, los tres sopor-
tados sobre la red de Colombia Mo´vil. A nivel internacional existen ma´s de
650 OMV con un nu´mero aproximado de 114 millones de suscriptores (finales
de 2010), en su orden, las regiones del mundo con ma´s OMV son: Europa
Occidental, Norteame´rica y Asia (CRC, 2010), los cuales prestan servicios
de voz y datos a comunidades estrate´gicas enfocados en precios, servicios y
productos.
Este trabajo busca aproximar un modelo matema´tico al mercado de la
telefon´ıa mo´vil en Colombia, el cual esta´ conformado por tres OMR y un
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OMV, en este modelo la cadena de valor tiene diferentes niveles: la infraes-
tructura de la red, el desarrollo y suministro de servicios y la relacio´n con los
consumidores; en estos tres niveles se desarrolla la competencia del mercado,
en donde los primeros OMR actu´an como proveedores y los OMV actu´an
como minoristas y esta´n en el u´ltimo nivel de la cadena de valor.
En la construccio´n del modelo matema´tico inicial, se tiene en cuenta la
influencia de las diferencias de precios de los competidores, para obtener un
modelo en ecuaciones diferenciales lineales para el cambio del nu´mero de
usuarios. Luego, se contemplan de manera cualitativa variables que intervie-
nen en el mercado de las Telecomunicaciones tales como: costos marginales,
ingresos, inversiones infraestructurales y cargos de interconexio´n, entre otras;
y la forma en la que estas variables intervienen en la interaccio´n entre los
diferentes tipos de operadores.
Para la construccio´n del modelo matema´tico, se utilizaron como punto de
partida, principalmente, los modelos matema´ticos de mercados de telecomu-
nicaciones definidos en los diferentes trabajos de Cricelli et al desde el an˜o
2002 hasta el an˜o 2011; se pretende modelar el crecimiento del mercado con
la finalidad de analizar el impacto de la competencia debida a la entrada de
nuevos operadores.
Este trabajo se desarrollo en el siguiente orden: En el cap´ıtulo 2 se pre-
senta una breve descripcion de los fundamentos teoricos desde la teor´ıa de
mercados de telecomunicaciones, sistemas de control, estimacion de para´me-
tros e inteligencia artificial usados para el desarrollo de la Tesis.
El cap´ıtulo 3 se titula Modelos de Mercado para la Telefon´ıa Mo´vil en
Colombia donde se presenta el primer modelo ampliado para el mercado Co-
lombiano de 4 operadores (tres OMR y un OMV) y se hace una presentacio´n
de las estimaciones de para´metros realizados para el modelo y los resultados
obtenidos; adicionalmente se presenta el modelado de los errores de estima-
cio´n del modelo en espacio de estados mediante redes neuronales, configu-
rando un modelo hibr´ıdo y finalmente se reportan las redes neuronales que
sirven para modelar el sistema completo no lineal, que explica las dinamicas
del mercado no contempladas en el modelo en espacio de estado.
En el cap´ıtulo 4 se hace una discusio´n sobre los resultados obtenidos para
el cumplimiento de los objetivos espec´ıficos, aplicando conocimientos previos
del a´rea de las telecomunicaciones en el tratamiento del problema, identifi-
cando las variables que intervienen en el mercado de las telecomunicaciones
en Colombia y determinando las variables que impactan en la interaccio´n
entre operadores.
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1.1. Descripcio´n y Formulacio´n del Problema
Desde sus inicios en Colombia, la telefon´ıa mo´vil se ha caracterizado por
tener pocos operadores, los que han venido ingresando al mercado progresiva-
mente mediante la instalacion de infraestructura y la aplicacion de diferentes
tipos de estrategias de mercadeo; la combinacion de esos factores, con otros
indicadores de calidad de servicio y manejo de precios lo situan como uno de
los mercados de latinoamerica ma´s altamente concentrados.
La presencia de indicadores de concentracion de mercado, inmediatamente
remiten al desarrollo de estudios de relevancia de los productos de la canasta
de servicios y naturalmente, a la determinacion de la dominancia de alguno de
los operadores. Ante la presencia de tal distorsion de mercado, y la evidencia
de anormalidades como el efecto club 1 es necesaria la intervencio´n del estado
mediante el ente regulador en pro del cumplimiento de la ley de competencia.
Luego de ello, se aplican acciones regulatorias que buscan salvaguardar el
mercado lo que tiene efectos directos sobre los precios de oferta a los usuarios.
Algunas de las acciones regultaorias son la aplicacio´n de techos de precios
para llamadas fuera de la red, la asignacio´n de cargos de interconexio´n entre
los operadores y relaciones ente los precios dentro y fuera de la red.
Una pra´ctica realizada en Europa cuando no se logra tener un equili-
brio dado que las inversiones ya han posicionado a los operadores, existen
distorsiones del mercado y las acciones regulatorias no son suficientes para
equilibrar el mercado, es que se permite la entrada nuevos operadores que
no tienen que hacer inversiones de infraestructura iniciales a los que se les
denomina Operadores Mo´viles Virtuales (OMV).
Un OMV puede entrar en el mercado de la telefon´ıa mo´vil sin ser el duen˜o
de la licencia de banda ancha, paga una tarifa por el uso del espectro, tam-
poco es duen˜o de la infraestructura, paga un cargo por su utilizacio´n; esto
produce un nuevo modelo en la cadena de valor, pues se abre la posibilidad
de entrada de nuevos jugadores al mercado (dado que los mercados de tele-
comunicaciones pueden escribirse como un juego) los cuales pueden ingresar
en la cadena de valor en el segundo o tercer nivel, dependiendo de sus condi-
ciones econo´micas y su propia infraestructura, adema´s de las condiciones que
1Efecto club: incentivo que tienen los usuarios a suscribirse a un operador que ofrece
precios on net inferiores a sus precios off net
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indique el operador que lo hospeda en su red y de los acuerdos y condiciones
de servicio que le impongan.
Este trabajo de tesis, se enmarca en el desarrollo del proyecto de Investi-
gacion en Modelado Matematico de Mercados de Sectores Estrategicos y se
enfoca en el uso de las herramientas heredadas de los Sistemas de Control e
Inteligencia Artificial en la l´ınea de formacio´n de la tesista en Ingenieria de
Telecomunicaciones. Se genera un modelo matema´tico aproximado del mer-
cado de las telecomunicaciones mo´viles en Colombia, ampliando el modelo de
referencia y logrando un modelo amplio representado en espacio de estados,
te´cnicas avanzadas de modelado tipo caja negra (inteligencia artificial) y su
simulacio´n en Matlab, para describir la forma de operacio´n de la industria de
las telecomunicaciones, esto con la entrada de nuevos jugadores, que como se
menciono´, entran en el mercado en otras condiciones te´cnicas y de servicio;
el modelo servira´ para analizar la competencia y la diversidad generada entre
los OMR y los OMV, as´ı mismo, servira´ para describir y analizar las rela-
ciones de tipo comercial que se pueden establecer entre los operadores dadas
las condiciones del mercado en relacio´n a los nuevos productos, servicios y
beneficios para los usuarios de la telefon´ıa mo´vil.
1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo General
Aproximar un modelo matema´tico del mercado relevante de voz de los
sistemas de telecomunicaciones mo´viles en Colombia en donde se cuenta con
tres Operadores de Redes Mo´viles y un Operador Mo´vil Virtual, con base
en los diferentes modelos definidos en los trabajos de Cricelli et al para el
mercado de telecomunicaciones mo´viles en Italia.
1.2.2. Objetivos Espec´ıficos
Aplicar conocimientos previos del a´rea de las telecomunicaciones en el
tratamiento del problema.
Identificar las variables que intervienen en el mercado de las telecomu-
nicaciones en Colombia.
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Determinar las variables que impactan en la interaccio´n entre operado-
res.
Aplicar la perspectiva del ana´lisis de sistemas dina´micos y control en
el modelado del mercado de la telefon´ıa mo´vil en Colombia.
Aproximar un modelo matema´tico del mercado de telecomunicaciones
mo´viles en Colombia representado en espacios de estados con fines de
simulacio´n.
Validar el modelo usando te´cnicas de ingenier´ıa avanzada en la solucio´n
del manejo de la incertidumbre.
1.3. Importancia de la Investigacio´n
La importancia de la modelacio´n matema´tica en la solucio´n de los proble-
mas de ingenier´ıa, radica en la construccion de conocimiento que permita el
control de las variables que se requieren para la explicacio´n de los feno´menos
tanto determin´ısticos como estoca´sticos, particularmente en el sector de las
telecomunicaciones se han detectado necesidades de modelacio´n matema´tica,
con la finalidad de obtener instrumentos va´lidos para la toma de decisiones
en dicho sector.
En la situacio´n que compete a este trabajo, la matema´tica es aplicada
a un sector estrate´gico de las telecomunicaciones: la telefon´ıa mo´vil, para
la construccio´n de un modelo que aportara´ informacio´n en relacio´n al creci-
miento de usuarios y precios, u´til para entes tomadores de decisiones en lo
relacionado con el mercadeo y la comercializacio´n de este servicio; as´ı como
tambie´n informacio´n sobre ganancias y estrategias de competencia.
A nivel internacional, a junio de 2010 exist´ıan ma´s de 650 OMV en el
mundo, con un nu´mero aproximado de 114 millones de suscriptores; Europa
Occidental contaba con la mayor participacio´n con el 58 % del total de OMV
y 44 % del total de suscriptores, seguido por Norteamerica con el 12 % y Asia
con el 11 %; las dema´s regiones en el mundo no tienen una participacio´n
significativa de OMV; Latinoamerica se encuentra retrasado en el desarrollo
de OMV (CRC, 2010).
La posicio´n regulatoria a nivel internacional depende mucho del objeto
que se persiga, en este sentido, tenemos que por ejemplo en Reino Unido,
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OFCOM (Independent regulator and competition authority for the UK com-
munications industries) luego de algunos estudios del mercado de las teleco-
municaciones mo´viles, opto´ por no regular en forma directa dicho mercado
ya que se podr´ıa crear una sobreregulacio´n, aunque manteniendo siempre un
monitoreo sobre los OMV y los OMR. En Norteamerica a finales del 2010
existian aproximadamente 61 OMV en Estados Unidos y Canada, en estos
pa´ıses los OMV no requieren de ninguna licencia para entrar a operar, dado
que se ha determinado que es un mercado efectivamente competitivo, asi lo
determino´ la FCC (Federal Communications Commission). El marco regu-
latorio en Colombia se ha ido ajustando para el desarrollo de los OMV, el
organo regulador en Colombia se preocupa por promover la sana competen-
cia y la inversio´n de los operadores, as´ı como tambie´n por la proteccio´n de
los derechos de los usuarios (CRC, 2011).
El mercado de las telecomunicaciones es complejo dado el monopolio do-
minante, la entrada continua de nuevos servicios, contenidos y aplicaciones,
as´ı mismo, la entrada permanente de nuevas tecnolog´ıas y operadores. Esta
propuesta pretende construir un modelo que incluya todas las consideraciones
anteriores y permita medir el impacto de la entrada de los nuevos partici-
pantes al mercado, tales como los Operadores Mo´viles Virtuales OMV. Se
tiene como punto de partida para la modelacio´n los diferentes trabajos de
Cricelli et al, este modelo podra´ ser tomado por los agentes reguladores del
sector como una potencial herramienta en la toma de decisiones, as´ı mismo
sera´ una herramienta de consulta para el desarrollo de futuros proyectos de
investigacio´n relacionados con el tema.
1.4. Hipo´tesis o Pregunta de Investigacio´n
¿Sera´ posible modelar el mercado de telefon´ıa mo´vil avanzado en Colom-
bia con base en la perspectiva del control, teniendo como referente el modelo
del mercado mo´vil Italiano, en un mercado donde compiten Operadores de
Redes Mo´viles OMR y Operadores Mo´viles Virtuales OMV?. ¿El modelo ser-




En esta seccio´n se presenta una breve descripcio´n del mercado de las tele-
comunicaciones mo´viles en Colombia, una descripcio´n del modelo matema´ti-
co definido por Cricelli et al (2002) para la representacio´n en ecuaciones de
estado del mercado de telecomunicaciones mo´viles en Italia, el cual se uti-
lizo´ como referente para la modelacio´n del mercado de telecomunicaciones
mo´viles en Colombia. Se presentan brevemente las te´cnicas de estimacion
parame´trica usadas para la primera aproximacio´n y tambie´n una descripcio´n
de algunas te´cnicas de Inteligencia Artificial utilizadas para el modelado de
las incertidumbres.
2.2. Antecedentes
En el mercado de la telefon´ıa mo´vil en Colombia, en los u´ltimos an˜os, se
ha desarrollado un gran cambio en la forma de hacer negocios y de prestar
servicios de telcomunicaciones, uno de los que ma´s fuerza ha tomado es el
negocio de los Operadores Mo´viles Virtuales (OMV), los cuales se sirven de
otras redes para prestar servicios a los usuarios finales. Un OMV puede apro-
vechar una red celular para ofrecer innovacio´n y diversidad en sus servicios,
tales como: TV mo´vil, entretenimiento, seguridad y control de aplicaciones;
utilizando una gama muy variada de dispositivos, los nuevos operadores no
pueden limitarse solo a servicios de voz, sino que incluyen valores agregados
a su negocio.
Un OMV debe tener claro su modelo de negocio y sus capacidades reales
en cuanto a infraestructura, para determinar el tipo de relacio´n comercial
que puede establecer con el Operador de Red Mo´vil (OMR) que lo alojara´.
Segu´n la Comisio´n de Regulacio´n de Comunicaciones (CRC) los OMV se
pueden clasificar de la siguiente manera:
Segu´n su nivel de operacio´n: en este el OMV determina cua´les
funciones estara´n bajo su control.
Segu´n el segmento de clientes y servicios: en este el OMV preten-
de llegar a sus clientes con ofertas personalizadas a empresas o grupos
14
de intere´s con estrategias basadas en precios, sin contratos, sin cla´usu-
las de permanencia, sin verificacio´n de cre´dito, sin l´ımite de edad; y con
estrategias basadas en servicios a segmentos poblacionales espec´ıficos,
empresas o clientes corporativos, roaming, sistemas de rastreo, vigilan-
cia y control, acceso a internet, entretenimiento, entre otros.
En la mayor´ıa de los pa´ıses en donde operan fuertemente los OMV, los
organismos regulatorios han optado por una pol´ıtica no regulatoria, man-
teniendo un constante control y respetando los acuerdos comerciales entre
los operadores. En Colombia el ente regulador es la CRC, quien tiene a su
cargo la regulacio´n de mercados de redes y de servicios de comunicaciones,
regulacio´n encaminada a promover la sana competencia, evitar el abuso de
los operadores dominantes, adema´s de supervisar la buena prestacio´n de los
servicios y su calidad.
2.3. Revisio´n del Estado del Arte en Modelos de Mer-
cados de Telecomunicaciones
El mercado de telefon´ıa mo´vil presenta irregularidades, que en lo ideal,
deben ser atendidas a la brevedad respecto los factores de competencia dentro
de un marco legal. En otros pa´ıses se han tomado medidas regulatorias, que
han resultado ineficientes en la mayor´ıa de los casos, es por esta razo´n que
la investigacio´n en la cual esta tesis se enmarca, desea construir un modelo
formal basado en herramientas matema´ticas, probabil´ısticas, econome´tricas
y de inteligencia artificial, para poder comprender su comportamiento, en-
contrar las posibles acciones de control y analizar los efectos de las mismas
sobre el mercado, este mismo concepto aplica para el mercado de internet.
El enfoque propuesto, es el ana´lisis de este sistema desde el punto de vista
de la Ingenieria de Control, es aquel en el cual se aplican primero herramien-
tas para comprender y modelar los sistemas y posteriormente, se analizan
diferentes escenarios y se encuentran acciones de control o´ptimas, con la fi-
nalidad de maximizar o minimizar los factores que se consideren apropiados
para lograr el mejor desempen˜o del sistema.
De este modo, puede afirmarse que los sistemas reales poseen, por na-
turaleza, dina´micas altamente no lineales debido a las interacciones entre
muchas de las variables internas del sistema. Estas dina´micas, en algunos ca-
sos, pueden describirse mediante la representacio´n del sistema en ecuaciones
diferenciales y posteriormente ser expresadas en te´rminos de las variables de
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estado, a trave´s de las cuales, se tratan de establecer las relaciones entre las
entradas, los estados y las salidas del sistema. La forma en que la informacio´n
se difunde a trave´s de la evolucio´n del sistema, determina los valores de los
estados y su repercusio´n en la salida global del sistema no lineal.
Dado que la representacio´n matema´tica de un sistema real no es exacta,
es posible que las diferencias entre estos modelos y la realidad, sean trata-
das por medio de algunas aproximaciones. Generalmente se considera que las
discrepancias entre la realidad y el modelo matema´tico obedecen a incerti-
dumbres que se adicionan al modelo de estados, convirtie´ndolo en un conjunto
de ecuaciones ma´s complejas y con caracter´ısticas que obedecen al tipo de
perturbacio´n que se considera parte del sistema. Al hablar de perturbacio´n
es necesario incorporar terminolog´ıa ma´s adecuada para su caracterizacio´n
y cuantificacio´n; las herramientas adecuadas para este fin son las teor´ıas de
probabilidades y procesos estoca´sticos, esto es, las perturbaciones se carac-
terizan y cuantifican mediante sus funciones de distribucio´n de probabilidad.
De esta forma, la distribucio´n de probabilidad de los estados del sistema de-
termina que la propagacio´n de informacio´n pueda ser o no de tipo Gaussiano.
El objetivo de la estimacio´n de estados o la identificacio´n de sistemas, con-
siste en reconstruir la mayor informacio´n posible acerca del sistema (cuando
no esta´ totalmente disponible ni medida), a partir de las observaciones (me-
diciones) de la salida y/o de los estados relacionados. Dentro de la ingenier´ıa
de sistemas de control, es fundamental disponer de esta informacio´n para el
desarrollo de aplicaciones varias, por ejemplo, en este caso particular el enten-
dimiento de los sistemas definidos por los mercados de las telecomunicaciones
en Colombia.
En el estudio de Berger et al (2004) se muestra que la estrategia de Bill
and Keep es mejor que la de los precios de acceso basados en costos desde
el punto de vista o´ptimo. Mientras que las externalidades usuales en una red
se desvanecen si el mercado se acerca a estar cubierto, un tipo importante
de externalidades permanecen: las externalidades de red tipo mediacion de
tarifas, descritas por Lafont et al (1998).
“Dado que la interconexio´n es normalmente un factor mandatorio, parte
de los servicios de las redes consisten en terminar las llamadas que se origi-
nan en una red con la cual se compite, es una pra´ctica comu´n que las redes
paguen al resto cargos de acceso en bases por minuto, las cuales se nego-
cian entre ellas” Berger (2004). Es importante entonces tener en cuenta, un
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modelo de un sistema donde el que llama-paga que incorpore precios no li-
neales y discriminacio´n de precios basados en la terminacio´n de las llamadas,
as´ı mismo en externalidades de llamada. Berger et al (2004) argumenta que
solo el juego entre las externalidades de llamadas y el precio discriminatorio
crea efectos interesantes que pueden ser decisivos para los resultados de la
competencia. Esto aplica tambie´n para el caso de precios no lineales.
El modelo considerado contiene ba´sicamente el cargo del consumidor (Ta-
rifa T) que pertenece a una red, que incluye un cargo fijo, un factor de precios
on net y uno de precios off net. Berger (2004) en su trabajo, introduce las
externalidades de la llamada en el modelo estandar de competencia de redes
con discriminacio´n de precios basados en terminacio´n de llamadas. Tambien
afirma que la estrategia de Bill and Keep, puede mejorar el beneficio total
comparado con la estrategia de precios de acceso basada en costos. Estos
modelos predicen que bajo una regla de precios lineal, el cargo de acceso
negociado se usa como una herramienta colusoria y excede el costo marginal
de acceso.
Por otro lado, un ana´lisis acerca de si la intervencio´n regulatoria es apro-
piada, en el caso de las externalidades de la red del tipo mediacio´n de tarifa
fue´ realizado por Hoerning (2007), los escenarios de intervencio´n analizados
consisten de: altos precios en llamadas off net, bajas precios de llamadas on
net hacia el nivel eficiente (debajo del costo).
Los remedios posibles evaluados para solucionar los escenarios de inter-
vencio´n anteriores segun Hoering pueden ser: bajar los cargos por terminacio´n
de ambas redes, bajar los cargos de terminacio´n de la red ma´s grande, intro-
ducir l´ımites en los diferenciales on net / off net e introducir l´ımites en los
margenes de off net. El modelo contempla costos on net, cargos de acceso (fi-
jados por el regulador), costos off net, utilidad adicional, asimetria de la red,
utilidad directa, duracio´n de las llamadas, utilidad indirecta, funcio´n de de-
manda, y utilidad. Los beneficios, las ganancias, el excedente del consumidor
y el beneficio total se consideran similares al modelo de Berger.
El a´nalisis de equilibrio del mercado, se realiza a trave´s del equilibrio de
Nash, en el caso de la cuota de mercado constante. Los precios on net inter-
nalizan la utilidad de los suscriptores de recibir llamadas llevando al precio
eficiente debajo del costo marginal. Los precios off net permanecen debajo del
costo marginal e incrementan la cuota de mercado. En equilibrio sime´trico y
el excedente del consumidor se determina con el grado de competitividad del
mercado.
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En base a las anteriores apreciaciones acerca de los diferentes casos y
escenarios de los mercados, y los diferentes tipos de modelos realizados, es
de notable importancia revisar el trabajo de Tangeras (2009) donde revisa
la neutralidad de las ganancias de los cargos de acceso en la competencia de
redes. En este trabajo se demuestra que la neutralidad de las ganancias de
los cargos de acceso en el caso de las ganancias de las redes es independiente
de los cargos de acceso por tarifas de llamadas tipo “two-part”, dependiendo
de una propiedad espec´ıfica de la demanda de suscripcio´n. Esto sugiere la
inclusio´n de un modelo de demanda dentro del ana´lisis general.
El ana´lisis se realiza usando formas funcionales para describir la demanda
de suscriptores y de llamadas para dos o ma´s redes. Teniendo en cuenta costos
marginales de originar y terminar las llamadas, diferenciando las ganancias
respecto a los precios de las llamadas y el costo de suscripcio´n, plantean una
condicio´n para el equilibrio sime´trico encontrando que el precio de la llamada
se debe poner igual al costo marginal efectivo para maximizar el excedente
social dentro de la red.
Esta apreciacio´n los lleva a plantear que las ganancias de la red son inde-
pendientes de los cargos de acceso en equilibrio sime´trico so´lo si la elasticidad
de la suscripcio´n es proporcional el excedente neto del consumidor. Con-
secuentemente se plantean diferentes modelos para las utilidades llamados
“estandar” y “general”.
Algunas apreciaciones generales de dicha aproximacio´n se refiere a que
las ganancias de dos redes interconectadas son independientes de los cargos
de acceso que pagan por la terminacio´n de la llamada en la red del compe-
tidor, dado que las redes que usan una tarifa de llamadas de “two-part” no
discriminan los precios entre las llamadas que se realizan dentro o fuera de
la red y tienen cargos de acceso y costos sime´tricos. Una red que monopoli-
ce el mercado, deber´ıa definir un precio de llamada igual al costo marginal
para maximizar el excedente social y usar una cuota de suscripcio´n fija pa-
ra extraer completamente dicho excedente. Un cargo de acceso diferente al
costo marginal de la terminacio´n de llamada conlleva a un precio de llamada
diferente del costo marginal, generando una pe´rdida del excedente social.
En un escenario ma´s realista, es posible afirmar que las redes que eligien-
do sus cargos de acceso afectan el excedente social, as´ı como la intensidad
de la competencia por suscriptores a trave´s del efecto sobre las tarifas de
las llamadas. El excedente social se divide entre la industria y el consumidor
en proporcio´n de la sensibilidad al precio de la demanda de suscripcio´n y
la elasticidad de la suscripcio´n. Para propo´sitos de regulacio´n la pregunta
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interesante no es acerca de la robustez de la neutralidad de las ganancias por
si misma, sino en las implicaciones regulatorias que provengan de la robustez
de la neutralidad de las ganancias. Desafortunadamente perturbaciones pe-
quen˜as al modelo econo´mico que contemple la neutralidad de las ganancias
pueden tener grandes efectos discontinuos sobre los cargos de acceso de las
redes y por consiguiente en el beneficio. A pesar de tener un cargo de acceso
que maximice las ganancias (bajo la neutralidad de las ganancias) los car-
gos de acceso socialmente o´ptimos provienen de la ganancia que minimiza
los cargos de acceso. Una solucio´n extrema surge cuando los cargos de ac-
ceso preferidos por las redes son muy altos o muy bajos, de repente aparece
un caso perfecto para la regulacio´n de los cargos de acceso. Para Tangeras
(2009) finalmente, despues de analizar diferentes casos de maximizacio´n y
minimizacio´n de las ganancias y beneficios en funcio´n de los cargos de acce-
so, se encuentra con varias circunstancias en las cuales la neutralidad de las
ganancias falla.
Si el precio de la red discrimina entre las llamadas terminadas dentro y
fuera de la red, las redes deben beneficiarse conjuntamente de un precio de
acceso debajo, o sobre el costo marginal de la terminacio´n de la llamada,
dependiendo del modo de competencia y del modelo de suscripcio´n. La neu-
tralidad de la ganancia falla si las redes establecen cargos de acceso asime´tri-
cos, es claro que en estos casos unas acciones regulatorias pueden restaurar
la neutralidad de las ganancias eliminando la discriminacio´n de precios de
llamada e imponiendo cargos de acceso sime´tricos en las redes. Cuando el ta-
man˜o total del mercado esta´ creciendo las redes generalmente obtendra´n sus
ganancias de los cargos de acceso debajo del costo de terminacio´n de la lla-
mada. Los cargos de acceso afectan las ganancias si las redes son asime´tricas.
Si las redes compiten en dimensiones diferentes que el precio, por ejemplo
la calidad, encontrara´n beneficios en los cargos de acceso para cubrir sus
inversiones.
Yaipairoj (2004), plantea una posible solucio´n te´cnica a algunos de los
problemas de precios de llamadas, cargos de acceso, o variaciones de tari-
fas on net y off net mencionados en su trabajo “Priority Telephony System
with pricing alternatives”. En este trabajo se plantean esquemas de pre-
cios dina´micos en redes de telecomunicaciones donde tradicionalmente se usa
crear incentivos en los usuarios, de modo que el uso de la red se mejore y las
ganancias se maximicen. Es de pensar que este tipo de esquema ha de ser
facilmente implementado en redes de datos o internet, pero dados algunos
escenarios de congestio´n y calidad de servicio de algunas de las operadoras
del mercado de telefon´ıa mo´vil en Colombia, vale la pena rescatar algunas
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de las conclusiones de este trabajo.
Como consecuencias de esquemas dina´micos de precios en sistemas de te-
lefon´ıa prioritaria se contemplan dos alternativas a los usuarios: un esquema
de precios dina´micos donde se entrega una calidad superior de servicio o don-
de se fije un precio mas bajo con una degradacio´n aceptable del desempen˜o.
Los esquemas de precios se convierten en una medida efectiva para reali-
zar un manejo de tra´fico y control de congestio´n. Los precios de las llamadas
pueden cambiar en la medida que la demanda fluctua. Aumentar los precios
de acuerdo con la demanda, determinar controles adicionales sobre los usua-
rios que usan la red o gastan los recursos de la red durante los tiempos de
congestio´n lleva a un uso eficiente de la red, pese a generar algu´n tipo de
frustracio´n a algunos usuarios.
Conforme con la revisio´n del estado del arte en modelos econo´micos, se
necesita definir una estructura del modelo, para encontrar de la forma ma´s
acertada posible, los factores principales de actividad del mercado.
Los me´todos matema´ticos utilizados hasta ahora para el modelo de mer-
cados de telecomunicaciones, han sido la econometr´ıa y diferentes pruebas de
poder de mercado desde la teor´ıa econo´mica. El uso de variables de estado se
atribuye solamentte a la escuela de Cricelli, sin embargo, en Colombia no se
conocen estudios similares desde alguna de las anteriores perspectivas. Adi-
cionalmente el uso de te´cnicas de inteligencia artificial para el modelado del
mercado se conoce solo por trabajos especificos de consultoria en Ecuador.
2.4. Modelo de Referencia
Como punto de partida se tomara´ el modelo definido por Cricelli et al
(2002), en donde se modela y analiza la entrada de un nuevo operador C al
mercado de las telecomunicaciones mo´viles en Italia, en un mercado con dos
operadores A y B; en el que se pretende representar el crecimiento de usuarios
o suscriptores y el efecto de los precios o´ptimos por llamada. Desde este punto
de vista, se trata el mercado como un sistema dina´mico que evoluciona con
el tiempo con tres variables de estado y al menos tres variables de control
que sera´n los precios de cada uno de los operadores.
Se definen entonces las siguientes variables:
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xi : Nu´mero de suscriptores, donde i = A,B,C
qi : Promedio de tra´fico mensual por suscriptor, por operador i
Fi : Costo mensual de comercializacio´n por operador i
pi : Precio de llamada por minuto
c1 : Costo marginal de transmisio´n de una llamada por minuto
c2 : Costo marginal de recepcio´n de una llamada por minuto
T : Tarifa de interconexio´n entre operadores por minuto
La funcio´n de demanda de llamadas de los operadores A, B y C es
propuesta como una funcio´n lineal y esta´ dada por la ecuacio´n (1):
qi = a− b · pi (1)
El flujo de tra´fico (minutos por mes) generado por cada operador esta´ dado
por la ecuacio´n (2):
ϕi = xi · qi (2)
Una parte del flujo de llamadas es enviado fuera de la red, es decir, usua-
rios que realizan llamadas a usuarios de otro operador; la posibilidad de que
un suscriptor haga una llamada hacia un suscriptor de otra red esta´ dado
por la ecuacio´n (3):
P (j → i) = P (k → i) = P (i→ i)
≡ xi
xi + xj + xk
i, j, k = A,B,C i 6= j 6= k (3)
Dicho esto, es posible definir una funcio´n de beneficio para cada uno de
los operadores mo´viles, la cual esta´ dada por la ecuacio´n (4):
Πi (xi, xj, xk, pi, pj, pk) = (pi − c1)ϕi − c2ϕi( xixi+xj+xk )











xi + xj + xk
)− Tϕi( xk
xi + xj + xk
)− Fi (4)
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En la ecuacio´n (4) los dos primeros te´rminos representan la utilidad del
tra´fico originado y despachado dentro de la red i respectivamente, los te´rmi-
nos tres y cuatro representan los costos causados por la prestacio´n del servicio
de llamadas recibidas desde los operadores j y k, los te´rminos cinco y seis
representan los ingresos derivados del flujo de llamadas realizadas desde el
operador i a los operadores j y k, el te´rmino siete y ocho respresentan los
costos del servicio de interconexio´n con el operador j y k y el u´ltimo te´rmino
representa el costo mensual de comercializacio´n del operador i. Esto es ana´lo-
go para los dos operadores restantes, lo que indica que cada operador tiene
una funcio´n de beneficio econo´mico similar.
Reorganizando la ecuacio´n anterior, se obtiene la ecuacio´n (5):
Πi (xi, xj, xk, pi, pj, pk) = (pi − c1 − c2)xiqi + ( xixjxi+xj+xk )(T − c2)(qj − qi)
+(
xixk
xi + xj + xk
)(T − c2)(qk − qi)− Fi (5)
Las variables xi, xj, xk son variables de estado y evolucionan con el tiem-
po, las variables pi, pj, pk son variables de control, dependen del tiempo y
representan estrateg´ıas de precios de los portadores. Es sobre los precios que
la regulacio´n a nivel internacional ha sugerido intervenir como mecanismo
de control de competencia entre los operadores mo´viles. Naturalmente, en
este modelo base (solo para tres operadores) se estudian las estrateg´ıas de
precios de cada uno de los operadores fuera de un escenario de intervencio´n
regulatoria, es necesario aclarar que este modelo esta´ disen˜ado para reprodu-
cir la dinamica del mercado sin distorsiones de poder de mercado de ningu´n
operador.
La optimizacio´n es un proceso que permite encontrar el conjunto de con-
diciones requeridas para conseguir el mejor resultado, en te´rminos de mini-
mizacio´n o maximizacio´n de una funcio´n objetivo. En el caso del mercado
italiano, y con la finalidad de maximizar el beneficio de los operadores para
cada periodo de tiempo, los autores proponen la siguiente funcio´n objetivo




e−r·t(Πi(xi, xj, xk, pi, pj, pk))dt (6)
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Donde r es un factor de descuento. El costo por operador, del mercadeo
mensual de sus servicios esta´ dado por la ecuacio´n (7):
Fi(t) = F + F
′
i(t) · e−α·t(7)
Por su parte, el crecimiento total del mercado de la telefon´ıa mo´vil celular
esta´ dado por la ecuacio´n (8):
X(t) = X · (1− e−k·(t+t0)) (8)
Donde X es el nu´mero ma´ximo de suscriptores, k es un para´metro que
indica el crecimiento total del mercado y t0 es el tiempo de retrazo entre
el comienzo del inicio del mercado y el tiempo de inicio del periodo de ob-
servacio´n. Dicha funcio´n se ajusta a la evolucio´n esperada del mercado; la
velocidad de crecimiento del mercado depende directamente de la inversio´n,
la mejor calidad y servicio prestado a los usuarios. Dicho esto, y desde el
punto de vista de control, es posible asumir que la variacio´n instantanea de
suscriptores para cada operador esta´ dada por el siguiente espacio de estados,
representado por las ecuaciones (9), (10) y (11):
x˙A(t) = kAA(x(t)− xA(t)− xB(t)− xC(t)) + kAB(pB(t)− pA(t))
+kAC(pC(t)− pA(t)) (9)
x˙B(t) = kBB(x(t)− xA(t)− xB(t)− xC(t)) + kBA(pA(t)− pB(t))
+kBC(pC(t)− pB(t)) (10)
x˙C(t) = kCC(x(t)− xA(t)− xB(t)− xC(t)) + kCA(pA(t)− pC(t))
+kCB(pB(t)− pC(t)) (11)
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Donde kAA, kBB y kCC corresponden al porcentaje potencial de suscrip-
tores del mercado para A, B y C respectivamente; cada kij (i 6= j) son
incrementos (decrementos) del nu´mero de suscriptores para el operador i
como una funciio´n de la reduccio´n del precio relativo al operador j.
Y la evolucio´n de crecimiento del mercado de la telefon´ıa mo´vil, con base
en la ecuacio´n (8) esta´ dado por la ecuacio´n (12):
X˙(t) = k ·X · e−k·(t+t0) (12)
Es sobre este espacio de estados que se desea trabajar para construir una
estructura u´til para modelar el mercado de telecomunicaciones mo´viles en
Colombia, analizando particularmente el efecto de la entrada al mercado del
nuevo operador mo´vil virtual UFF, que denominaremos dentro de la tesis,
operador D.
Con el espacio de estados planteado, y sin pe´rdida de generalidad, puede
afirmarse que x(t) es un vector de variables de estado (∈ Em) y u(t) un
vector de variables de control (pa,pb,pc) (∈ En), la ecuacio´n en variables de
estado con condiciones iniciales, para el nu´mero de suscriptores se define por
la ecuacio´n (13):
x˙(t) = f(t, x(t), u(t))
x(0) = x0 (13)
Retomando la ecuacio´n (6) y con el propo´sito de encontrar acciones de
control o´ptimas de forma que se maximice la funcio´n de beneficio de los ope-
radores, se integran las trayectorias de estado en (13) y se define la siguiente




gi(t, x(t), u(t))dt (14)
Donde f(t) y gi(t) en (13) y (14) son funciones continuamente diferencia-
bles.
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El problema de control o´ptimo consiste entonces en establecer la trayec-
toria o´ptima, es decir, la trayectoria que maximiza la funcio´n objetivo.
Se presenta entonces un arbitraje en la determinacio´n del vector de control
o´ptimo entre el valor que uno puede asignar al objetivo instanta´neo y la
trayectoria tomada por la variable de estado que tendra´ un efecto sobre los
valores futuros de la funcio´n objetivo; te´cnicamente esto consiste en escribir
una funcio´n objetivo modificada que tiene en cuenta estos dos efectos.
Este objetivo modificado es llamado hamiltoniano, un Hamiltoniano, es
entonces la suma del valor instanta´neo del objetivo y de los valores futuros de
este objetivo teniendo en cuenta la variacio´n del vector de estado. Opciones
diferentes del valor de la variable de control (precios) implican trayectorias
diferentes del sistema dina´mico. Se debe tener en cuenta esta restriccio´n para
determinar el vector de control que maximice el objetivo.
Usando los precios y el nu´mero de suscriptores como funciones de control
y de estado, respectivamente, definimos el Hamiltoniano de cada operador,
ecuaciones (15), (16) y (17):
HA = ΠA + zAA · x˙A + zAB · x˙B + zAC · x˙C (15)
HB = ΠB + zBA · x˙A + zBB · x˙B + zBC · x˙C (16)
HC = ΠC + zCA · x˙A + zCB · x˙B + zCC · x˙C (17)
Para este caso, el Hamiltoniano es la suma del valor instanta´neo de las
funciones de beneficio econo´mico definidas anteriormente, y de la variacio´n
del vector de estado ponderada por coeficientes que representan la varia-
cio´n instanta´nea del Hamiltoniano con el vector de estado, zij son funciones
constantes i, j, k=A,B,C; con condicio´n inicial x(0) = x0 y condicio´n final
l´ımt→∞ zij(t) = 0.
Se muestra entonces que se debe arbitrar entre el valor del objetivo al
instante y los valores futuros del vector de estado.




= 0 con i = A,B,C, estos precios estan dados por las



































−kACzCA(t) + kBCzCB(t)− kCAzCC(t)− kCBzCC(t)
2bxC(t)
(20)
DondeXt(t) = xA(t)+xB(t)+xC(t) que es el nu´mero total de suscriptores.
El objetivo de este proyecto es modelar para el mercado de las teleco-
municaciones mo´viles en Colombia el crecimiento de usuarios por operador
(ecuaciones 9, 10 y 11)); evaluar los efectos de los precios o´ptimos del modelo
de referencia por llamada (ecuaciones 18, 19 y 20) a partir de datos reales
tomados del mercado, en donde se cuenta con cuatro operadores. Modelar
las incertidumbres de las ecuaciones (9, 10 y 11) con te´cnicas de inteligencia
artificial. No se pretende optimizar ninguna funcio´n de beneficio, se desea
evaluar la estrategia de precios o´ptimos propuesta en la literatura.
2.5. Te´cnicas de Estimacio´n de Para´metros
Los me´todos de estimacio´n de para´metros son variados, pero en general
pertenecen a dos grandes familias los no parame´tricos y los parame´tricos,
ambos tienen como objetivo encontrar aproximaciones a los para´metros del
sistema real, pero la diferencia entre ambos radica en que en los segundos
se parte de una estructura inicial del modelo y se calculan los para´metros
de dicha estructura definiendo el ajuste del modelo estimado con las salidas
reales.
En particular, se trataron modelos caja gris (modelos teo´ricos con para´me-
tros desconocidos) donde se busca minimizar una funcio´n de coste que com-
pare la respuesta real con la respuesta simulada empleando los para´metros




El procedimiento ma´s objetivo para ajustar una recta a un conjunto de
datos presentados en un diagrama de dispersio´n se conoce como el me´todo
de los mı´nimos cuadrados. La recta resultante presenta dos caracter´ısticas
importantes:
1. Es nula la suma de las desviaciones de los puntos a partir de la recta
de ajuste, ecuacio´n (21):
T∑
t=0
(Yˆ − Y ) = 0 (21)
2. Es mı´nima la suma de los cuadrados de dichas desviaciones. Con nin-




(Yˆ − Y ) −→ 0 (22)
El procedimiento consiste entonces en minimizar los residuos al cuadrado.
Gradiente descendente
En este caso el objetivo, igual que antes es minimizar los residuos al
cuadrado, definiendo los residuos como la diferencia entre salidas reales y
estimadas.
El gradiente descendente es un algoritmo de optimizacio´n de primer orden,




(Yˆ − Y ) (23)
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Utilizando disminuciones del gradiente de la funcio´n, se toman medidas
proporcionales al negativo de la pendiente (o del gradiente aproximado) de
la funcio´n en el punto actual.
2.5.2. Me´todos Heur´ısticos
Los me´todos heur´ısticos son procedimientos inteligentes para resolver pro-
blemas bien definidos. Algunos de los me´todos heur´ısticos ma´s usados son los
algoritmos evolutivos, en los que se encuentran los algoritmos gene´ticos.
Los algoritmos gene´ticos se basan en en la gene´tica natural con su meca´ni-
ca de seleccio´n. Estos me´todos comb´ınan un intercambio de informacio´n es-
tructurada y la eleccio´n del ma´s apto para construir una bu´squeda.
Los elementos de los algoritmos gene´ticos son los individuos que tienen un
cromosoma formado por genes que son las soluciones, la poblacio´n que son
el conjunto de individuos que se reproducira´ mediante operadores gene´ticos,
los operadores de seleccio´n: por ruleta o por torneo, que deciden que´ indi-
viduos tienen la posibilidad de reproducirse usando la ley del ma´s apto, los
operadores de cruce: por un punto, por dos puntos o uniforme, que indican la
manera en que se aparean los individuos, es decir, co´mo se mezclan los genes
para dar nuevas soluciones que se llaman hijos, los operadores de reempla-
zo o actualizacio´n: los mejores, total, proporcional o aleatorio, que indica la
manera en que se reemplazara´n las viejas generaciones por las nuevas y los
operadores de mutacio´n con los que espora´dicamente, como en la evolucio´n
biolo´gica, un individuo var´ıa sus genes.
Un t´ıpico pseudoco´digo del algoritmo gene´tico es:
AlgoritmoGene´tico()
Leer Taman˜o de la poblacio´n
Leer Generaciones
Leer Nu´mero de Hijos





(Padre,Madre) = Seleccio´n(P) ;
Hijo(j) = cruce(Padre,Madre);
aleatorio ¡ProbabilidadMutacion Hijo(j) = mutacion()
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P = Actualizacio´n (P)
Imprima la mejor solucio´n en P
2.6. Inteligencia Artificial
En el desarrollo de esta tesis se contempla como alternativa de modelado
de las incertidumbres del vector de estados, entre el modelo de referencia y
el mercado colombiano, el uso de herramientas de inteligencia artificial. Esta
a´rea del conocimiento se caracteriza por la capacidad de reproducir conoci-
miento experto y/o modelar incertidumbres en las variables que obedecen a
efectos de perturbaciones externas. Tambie´n se caracteriza por lograr un buen
entendimiento del problema y extrapolar e interpolar bien las tendencias de
algunas variables.
La Inteligencia Artificial es una ciencia que intenta imitar el comporta-
miento de la inteligencia humana, la cual es capaz de aprender, reconocer
y pensar. Las te´cnicas de la Inteligencia Artificial estas orientadas a las si-
guientes a´reas:
Sistemas Basados en Conocimiento.
Visio´n Computacional







Te´cnicas Heur´ısticas (recocido simulado)
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2.6.1. Lo´gica Difusa:
La lo´gica difusa es una extensio´n de la lo´gica tradicional, Booleana, que
imitan la manera de pensar de los seres humanos, la lo´gica difusa no usa
valores exactos como 1 o 0 pero usa valores entre 1 y 0 (inclusive) que pue-
de indicar valores interme´dios que toma una funcio´n, esta lo´gica se usa en
procesos de gran complejidad o en situaciones en donde no existan mode-
los matema´ticos exactos, tambien se utiliza en procesos no lineales donde se
relacionan situaciones no definidas de forma exacta.
Una de las grandes ventajas de la lo´gica difusa es que ofrece salidas a un
sistema de forma precisa, a´gil y ra´pida, disminuyendo as´ı la incertidumbre
en la toma de decisiones en un problema. La computacio´n usando inferencia
basada en lo´gica difusa es un me´todo de computo muy popular, que se usa con
mucho e´xito en a´reas como control, clasificacio´n, sistemas expertos, robo´otica
y reconocimiento de patrones.
2.6.2. Redes Neuronales Artificiales ANN:
Las redes neuronales artificiales se construyen tomando como modelo el
sistema nerviso de los animales, en donde existen ce´lulas llamadas neuro-
nas que son unidades de procesamiento interconectadas de forma que una
nuerona estimula a otra nuerona y luego a otras y as´ı sucesivamente, para
generar un sistema que es capaz de realizar computos y detectar patrones
complejos, es decir, un sistema que luego de ser entrenado puede adquirir un
comportamiento inteligente con capacidad de: procesar informacio´n, apren-
der, clasificar, almacenar, interpolar y adaptarse.
Figura 1: Arquitectura de una Red Neurnal
30
Las caracter´ısticas de las redes neuronales artificiales se pueden recrear
en sistemas computacionales robustos mediante algoritmos de aprendizaje,
que pueden realizar muchas iteraciones a gran velocidad permitiendo el re-
conocimiento de un patro´n o comportamiento con una gran precisio´n.
Una neurona artificial es una unidad de procesamiento de informacio´n,
que ante un vector de entradas proporciona una u´nica salida, esta´ constituida
por:
Conjunto de entradas: xj
Pesos sina´pticos: wi
Funcio´n de activacio´n: a = w1 ∗ x1 + w2 ∗ x2 + ...+ wn ∗ xn
Funcio´n de transferencia: y = F (w1 ∗ x1 + w2 ∗ x2 + ...+ wn ∗ xn)
Bias o polarizacio´n: entrada constate de magnitud 1, y peso b que se
introduce en el sumador
Figura 2: Neurona Artificial
Las principales funciones de transferencia usadas en redes neuronales se
presentan en la figura 3.
Tipos de Redes:
Las redes neuronales se clasifican de acuerdo a su nu´mero de capas en:
redes de una capa o multicapa, y de acuerdo al me´todo de aprendizaje en:
redes recurrentes y redes no recurrentes, ver figura 4.
Tipos de Aprendizaje:
El entrenamiento es un procedimiento por medio del cual la red realiza
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Figura 3: Principales Funciones de Transferencia
Figura 4: Tipos de Redes Neuronales
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un proceso de aprendizaje, con la finalidad de obtener el comportamiento
deseado, existen me´todos (algoritmos) que permiten ajustar los para´metros
de la red: las entradas, los pesos y las bias, con lo que se obtiene su conver-
gencia, es decir, la salida de la red se ajusta a un valor deseado. Los tipos de
entrenamiento ba´sico son:
Supervisado: Se logra comparando la salida con una respuesta deseada y
conocida, la diferencia permite ajustar pesos para buscar una mejor respuesta
de la red. El aprendizaje se da a trave´s de un proceso iterativo de ajuste
aplicado a los pesos sina´pticos.
No Supervisado: No requiere influencia externa para ajustar los pesos de
las conexiones entre las neuronas, no recibe ninguna informacio´n del entorno
que le indique si la salida generada respecto a una entrada es o no correcta.
Dadas sus caracter´ısticas, las redes neuronales son muy usadas en apli-
caciones en las que no se cuenta con un modelo matema´tico definido, o en
situaciones no modelables o programables mediante te´cnicas definidas, pero
en donde se cuenta con un conjunto de entradas ya identificadas; su aplica-
cio´n incluye: problemas de clasificacio´n y reconocimiento de patrones de voz,
ima´genes y sen˜ales.
2.6.3. ANFIS:
Los sistemas Neuro-Difusos son el resultado de la simbiosis de dos tec-
nolog´ıas: las Redes Neuronales y los Sistemas Difusos, esto potencializa su
poder de aplicacio´n, dado el beneficio que puede ofrecer cada una de ellas por
separado, es decir, ANFIS resulta de gran utilidad en los sistemas no lineales
o en situaciones dif´ıciles de modelar matema´ticamente, bajo estas condiciones
las redes neuronales adquieren la capacidad de aprender y adaptarse propor-
cionando modelos que pueden explicar datos del pasado y predecir datos del
futuro, lo que lo convierte en una herramienta que puede ser usada en situa-
ciones donde se requieran prono´sticos de los datos para apoyar la toma de
decisiones.
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3. Modelos de Mercado para la Telefon´ıa Mo´vil
en Colombia
3.1. Introduccio´n
En esta seccio´n se presenta, el modelo en espacio de estados del merca-
do de telecomunicaciones moviles en Colombia, cuyo modelo inicia con la
identificacio´n de los para´metros asociados al sistema, se hace su respectiva
validacio´n y consideraciones en torno al modelo obtenido. Luego de esto se
hace un ajuste al modelo utilizando te´cnicas de inteligencia artificial, para el
caso redes neuronales.
3.2. Modelo en Espacio de Estados
Con base en el modelo de Cricelli et al (2002) presentado en el cap´ıtulo
anterior, se construye un modelo en espacio de estados para el caso de Co-
lombia, en donde se tiene en cuenta la entrada de un nuevo operador D, ver
figura 5.
Figura 5: Distribucio´n del flujo de tra´fico
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En el modelo de referencia con tres aperadores A, B y C las ecuaciones
(9), (10) y (11) representan la variacio´n instantanea de suscriptores para cada
operador, para el caso Colombiano este modelo debe ser ajustado a cuatro
operadores los cuales llamaremos A (Claro antes Comcel), B (Movistar), C
(Tigo) y D (UFF) respectivamente, el modelo para cuatro operadores es el
siguiente:
x˙A(t) = kAA(x(t)− xA(t)− xB(t)− xC(t)− xD(t)) + kAB(pB(t)− pA(t))
+kAC(pC(t)− pA(t)) + kAD(pD(t)− pA(t)) (24)
x˙B(t) = kBB(x(t)− xA(t)− xB(t)− xC(t)− xD(t)) + kBA(pA(t)− pB(t))
+kBC(pC(t)− pB(t)) + +kBD(pD(t)− pB(t)) (25)
x˙C(t) = kCC(x(t)− xA(t)− xB(t)− xC(t)− xD(t)) + kCA(pA(t)− pC(t))
+kCB(pB(t)− pC(t)) + kCD(pD(t)− pC(t)) (26)
x˙D(t) = kDD(x(t)− xA(t)− xB(t)− xC(t)− xD(t)) + kDA(pA(t)− pD(t))
+kDB(pB(t)− pD(t)) + kDC(pC(t)− pD(t)) (27)
Como se menciono´, en el modelo de Cricelli, cada constante kii representa
el porcentaje potencial de suscriptores del mercado para cada operador i, y kij
(i 6= j) corresponde a incrementos (decrementos) del nu´mero de suscriptores
para el operador i como una funcio´n de la reduccio´n del precio relativo al
operador j.
Para la obtencio´n de un modelo en espacio de estados se parte de datos del
mercado de telefon´ıa mo´vil en Colombia (usuarios y precios) disponibles en
las pa´ginas web de la Comisio´n de Regulacio´n de Comunicaciones (CRC), del
Ministerio de Tecnolog´ıas de la Informacio´n y las Comunicaciones (MINTIC)
y de los operadores de telefon´ıa mo´vil en Colombia, los datos se consolidara´n
para un periodo de tiempo desde el an˜o 2008 hasta el an˜o 2012 agrupados por
trimestre, los precios se tomaron Off Net para usuarios en calidad prepago.
Los datos de usuarios y precios reales se pueden consultar al final de este
documento en el anexo tablas de datos.
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Identificacio´n de Para´metros
Para la identificacio´n de los para´metros kij del modelo descrito por la
ecuaciones (21), (22), (23) y (24) se utilizaron me´todos de estimacio´n
de para´metros, me´todo del gradiente y mı´nimos cuadrados no linea-
les, adicionalmente metodolog´ıas no parame´tricas como los algoritmos
heur´ısticos para encontrar el conjunto de para´metros apropiados pa-
ra el modelo. Para la estimacio´n de estos para´metros se utilizaron los
datos de usuarios y precios ya mencionados.
Los resultados obtenidos para cada kij que permiten construir las ecua-
ciones (21), (22), (23) y (24) del modelo en espacio de estados se pre-
sentan en la Tabla 1.
Para determinar el crecimiento de usuarios de la telefonia mo´vil (8) y la
evolucio´n de crecimiento del mercado (12), se obtuvieron los siguientes
datos con el modelo de identificacio´n de para´metros:
X = 10751935, 23
k = 0, 999947031
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t0 = 3, 080909224
Para el caso Colombiano el crecimiento de usuarios estar´ıa determinado
por la ecuacio´n (28), ver figura 6.
X(t) = 10751935, 23 · (1− e−0,999947031·(t+3,080909224)) (28)
Figura 6: Modelo de crecimiento de usuarios
Y la evolucio´n de crecimiento del mercado esta dado por la ecuacio´n
(29), ver figura 7.
X˙(t) = 10751365, 71 · e−0,999947031·(t+3,080909224) (29)
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Figura 7: Evolucio´n de crecimiento del mercado
Validacio´n del Modelo en Espacio de Estados
Con las constantes kij que se obtuvieron en el proceso de identificacio´n
de parametros, se construye el modelo en espacio de estados ecuaciones
(21), (22), (23) y (24) el cual representa el mercado de Telecomunica-
ciones Mo´viles en Colombia; con el fin de validar el comportamiento de
este modelo se simula utilizando el Matlab, Simulink, ver figura 8.
A partir de esta simulacio´n se obtiene informacio´n relacionada con el
comportamiento del crecimiento de usuarios, de acuerdo al modelo Cri-
celli et al (2002), para los operadores de telefon´ıa mo´vil en Colombia.
En la figura 9 se observa el comportamiento del crecimiento de usuarios
para el operador A (Claro), en la figura 10 se observa el comportamiento
del crecimiento de usuarios para el opeador B (Movistar), en la figura
11 se observa el comportamiento del crecimiento de usuarios para el
operador C (Tigo) y en la figura 12 se observa el comportamiento del
crecimiento de usuarios para el operador D (UFF).
Analizando el comportamiento de los resultados obtenidos en las fi-
guras 9, 10, 11, y 12 se observa que el modelo obtenido en variables
de estado aplica a operadores con carater´ısticas espec´ıficas, no es un
modelo va´lido para el operador A (dominante) y D (operador movil
virtual), esto se puede deber a que el modelo propuesto es un modelo
altamente lineal, y en las circustancias de la industria de las telecomu-
nicaciones mo´viles en Colombia el modelo no se ajusta a esa linealidad
en los operadores A y D.
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Figura 8: Modelo en Espacio de Estados en Simulink
En los anexos se encuentran las tablas con los datos reales del siste-
ma y los resultados obtenidos mediante las te´cnicas de estimacion de
para´metros del cap´ıtulo 2.
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Figura 9: Crecimiento de usuarios para operador A
Figura 10: Crecimiento de usuarios para operador B
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Figura 11: Crecimiento de usuarios para operador C
Figura 12: Crecimiento de usuarios para operador D
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3.3. Modelo Hı´brido
A continuacion se presenta una mejora al modelo presentado en la
seccion anterior. Este modelo se denomina modelo h´ıbrido dado que
combina la estructura del modelo en espacio de estados, con un mo-
delo basado en redes neuronales que intenta describir los errores de
estimacion para los operadores mo´viles. Esto es, un modelo de la incer-
tidumbre asociada a factores de mercado diferentes de las diferencias
de precios.
Las redes neuronales son utilizadas para modelar el error, entendien-
do el error como la diferencia entre los usuarios reales y los usuarios
obtenidos con el modelo ba´sico, ecuacio´n 30.
ξ = |xReal − xss| ξ(p, x) (30)
El modelo h´ıbrido ser´ıa entonces:
xˆ = f(x, p, θ) + ξ(p, x) θ : para´metros estimados (31)
De la seccio´n anterior se tiene que el error de modelado o incertidumbre
asoiada al modelo en espacio de estados, puede estar asociada a altas no
linealidades. Para analizar un poco estas no linealidades se argumentan
los siguientes aspectos:
• Componentes de la cadena de valor de los servicios de
telecomunicaciones: la cadena de valor en la industria de las
telecomunicaciones se resume en los siguientes componentes:
◦ Infraestructura: consistente en equipos de telecomunicaciones,
espectro radioele´ctrico y un conjunto de operaciones.
◦ Servicio de facturacio´n y costo de tarifas.
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◦ Servicios y productos a ofrecer sobre las redes de telecomuni-
caciones.
◦ Interface con el usuario final: consistente en distribucio´n, mer-
cadeo, atencio´n al cliente, entre otros.
El primero de estos competentes es fundamental para el crecimien-
to en nu´mero de suscriptores de un operador de telecomunicacio-
nes, dado que a una mayor infraestructura te´cnica y un mayor des-
pliegue de redes se puede llegar a obtener mayor penetracio´n de los
servicios de telecomunicaciones por parte del operador, as´ı mismo
se puede contar con una mejor calidad de los servicios; aspectos
como el mercadeo y la atencio´n al cliente son importantes a la
hora de captar clientes y posicionar una marca. Todos estos fac-
tores esta´n a disposicio´n del operador de acuerdo a su capacidad
econo´mica, y que a su vez inciden en la toma de decisio´n de los
suscriptores en el momento de elegir la empresa de telecomunica-
ciones a la que desean afiliarse, factores que inducen a la aparicio´n
de grandes monopolios en las empresas de telecomunicaciones en
el mundo.
• Diferencias entre llamadas on net y off net: es importante
aclarar cuales son los tipos de llamadas que se pueden realizar
y cuales son los elementos involucrados; En general una llamada
requiere: una estacio´n trasceptora (BTS) que trasmita, reciba y
controle la sen˜al; un centro de suicheo mo´vil (MSC) que enruta la
llamada hacia o desde la red (GSM) a trave´s del registro de loca-
lizacio´n de llamadas (HLR) y el (VLR) registrador de visitantes.
Las llamadas on net son las que se hacen entre suscriptores de un
mismo operador, las llamadas off net son las que se hacen entre
suscriptores pertenecientes a operadores diferentes. Las llamadas
on net utilizan la infraestructura de una misma red mientras que
las llamadas off net utilizan la infraestructura de redes diferentes,
situacio´n que incrementa los costos operacionales de una llamada
por los cargos de acceso que deben ser pagados por la prestacio´n
del servicio de infraestructura para recibir llamadas de otro ope-
rador.
Si en el mercado de telecomunicaciones que se analiza hay un ope-
rador dominante, este genera estrategias de precios para los sus-
criptores dentro de su red, lo que constituye un factor que afecta
la entrada de nuevos suscritores a la red aumentando la lealtad
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de los clientes y el reconocimiento de la marca, incrementando la
externalidad de la red, la cual surge debido a que una red es ma´s
valorada por los usuarios en la medida en que ma´s suscriptores
se afilien a ella o utilicen productos compatibles con el mismo,
las diferecias de precios entre llamadas on net y off net incenti-
van el tra´fico al interior de la red y desincentivan el tra´fico hacia
otras redes, aumentando el atractivo relativo propio, de un lado
haciendo que el usuario tome en cuenta el taman˜o del operador al
momento de su eleccio´n y de otro lado generando costos de cambio
endo´genos, dado que para un usuario resulta muy costoso cambiar
de operador.
En este sentido la linealidad del sistema esta´ condicionada por los
precios, y ma´s espec´ıficamente por la diferencia de precios entre
llamadas on net y off net pues a trave´s de las tarifas de las llamadas
los operadores compiten por la entrada de nuevos suscriptores a
su red. Una caracter´ıstica importante en esta industria es que
la creacio´n de un primer producto involucra un muy alto costo,
mientras que el costo marginal de productos o reproducciones es
pra´cticamente nulo Herguera-Garc´ıa et al (2007).
• Cargos de interconexio´n: las tarifas de las llamadas enta´n alta-
mente condicionadas por los cargos de interconexio´n, costo fijado
por un operador o ente regulador para la terminacio´n de las lla-
madas en una red, para nuestro caso, en donde existe un operador
dominante (monopolio) si e´ste operador fija un alto costo para la
terminacio´n de llamadas de otros operadores, elevar´ıa los costos de
las llamadas de los operadores rivales, dejandolos en condiciones
de imposibilidad para competir en el mercado.
La fijacio´n de las tarifas de interconexio´n facilita la aparicio´n de
acuerdos colusionarios entre operadores en la industria de las te-
lecomunicaciones, en donde por ejemplo, dos operadores se unen
para fijar tarifas de interconexio´n entre se´ sin contar con otros
operadores, provocando la aparicio´n de acuerdos anticompetitivos
tendientes a aumentar los monopolios. En los u´ltimos an˜os el costo
de interconexio´n ha sido estudiado y analizado por los entes regu-
ladores de muchos pa´ıses, con la finalidad de evitar la aparicio´n
de comportamientos anticompetitivos.
Como se puede observar, el cargo de intercnexio´n en las circuns-
tancias antes mencionadas puede inducir a que la industria de las
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telecomunicaciones se comporte como un sistema no lineal, para
el caso Colombiano, lo que afecta la modelacio´n del sistema con
base en los modelos planteados por Cricelli, en donde se asume un
cierto grado de linealidad del sistema.
• Condiciones de competencia: De acuerdo a estudios realiza-
dos por la Comisio´n de Regulacio´n de Telecomunicaciones CRC,
se ha constatado en Colombia la posicio´n de dominio de un ope-
rador mo´vil en el mercado, tal situacio´n ha llevado a establecer
dos medidas regulatorias importantes en este mercado, la primera
tiene que ver con una regulacio´n tarifaria sobre el diferencial de
los precios on net y off net del operador con posicio´n de dominio
y la segunda tiene que ver con la obligacio´n impuesta al operador
dominante de poner a disposicio´n de los proveedores de contenidos
y aplicaciones una oferta mayorista.
De acuerdo a la CRC la medida regulatoria para establecer la
diferencia tarifaria entre precios de llamadas on net y off net con-
siste en que la tarifa off net de cada un de los planes tarifarios
del operador dominante debe ser menos o igual a la suma de la
tarifa on net del respectivo plan y el cargo de acceso, el cargo
de acceso tambie´n es establecido por la CRC, incluyendo planes
promocionales.
Esta medida regulatoria busca reducir los precios relativos que
acentuan las externalidades de la red y el efecto club, que para el
caso de Colombia la concentracio´n de usuarios y de ingresos por
parte del operador dominante es una de las ma´s altas en el mundo,
superado solo por Me´xico y Ecuador segu´n la CRC, ver figura 13,
tal situcacio´n evidencia que el mercado de telecomunicaciones en
Colombia es un mercado muy at´ıpico frente al resto de pa´ıses en
el mundo.
A continuacio´n se presentan los resultados obtenidos para el modelo h´ıbri-
do de telecomunicaciones en Colombia, figuras 14, 15, 16 y 17.
Como puede observarse con el modelo h´ıbrido se corrigen los resultados
obtenidos con el modelo en espacio de estados, en especial para el operador
A (dominante) y D (mo´vil virtual), los cuales no habian sido posibles de
modelar.
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Figura 13: Concentracio´n de Usuarios e Ingresos en Colombia
Figura 14: Comportamiento de usuario operador A (Claro)
3.4. Modelo de Redes Neuronales
Dado que el modelo en espacio de estados, que es un modelo lineal, no
consiguieron los resultados esperados para modelar el mercado de telecomu-
nicaciones mo´viles en Colombia, en especial para los operadores A y D, se
utilizaron redes neuronales, las cuales como ya se menciono´ anteriormente,
luego de ser entrenadas adquieren la capacidad de aprender y reproducir el
comportamiento de un sistema a partir de datos conocidos en el mismo.
Para la modelacio´n con redes neuronales se utilizaron como datos de
partida los datos conocidos del mercado, y que se utilizaron tambie´n para el
caso de modelacio´n en espacios de estados, esto es, los usuarios en modalidad
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Figura 15: Comportamiento de usuario operador B (Movistar)
Figura 16: Comportamiento de usuario operador C (Tigo)
prepago de cada uno de los operadores y los precios off net.
Para la construccio´n de las redes neuronales se utilizo´ la interface gra´fica
del Matlab Network/Data Manager, la cual constituye una ventana o a´rea
de trabajo para crear redes neuronales, verlas, entrenarlas, simularlas y luego
exportar los resultados obtenidos al workspace; la interface gra´fica cuenta con
un menu´ en el que se pueden seleccionar aspectos como: tipo de red, datos
de entrada, funcio´n objetivo, funcio´n de entrenamiento, funcio´n de aprendi-
zaje, nu´mero de capas, nu´mero de neuronas y funcio´n de transferencia. Para
entrenar las redes se utilizaron los usuarios y los precios (input data) y como
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Figura 17: Comportamiento de usuario operador D (UFF)
funcio´n objetivo se tomaron los usuarios (target data).
Luego de muchas simulaciones con diferentes tipos de redes y configura-
ciones, se seleccionaron aquellas con mejores resultados, en las tablas 2, 3, 4
y 5 se presenta una seleccio´n de las redes neuronales con mejores resultados
para cada uno de los operadores y resaltado con color gris la red con mejor
respuesta en cada caso.
Para cada uno de los operadores, las gra´ficas de las simulaciones de las
redes neuronales con mejor respuesta de salida son las que se presentan en
las figuras 18, 19 20 y 21:
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A continuacio´n se muestran las gra´ficas de respuesta del comportamien-
to de usuarios con las redes neuronales, la gra´fica 22 representa el com-
portamiento de los usuarios para el operador A (Claro), la gra´fica 23 el
comportamiento de usuarios para el operador B (Movistar), la gra´fica 24
el comportamiento de usuarios para el operador C (Tigo) y la gra´fica 25 el
comportamiento de usuarios para el operador D (Uff).
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4. Analisis de Resultados
4.1. Introduccio´n
En esta seccio´n se hace una ana´lisis de los resultados obtenidos durante el
proceso de modelacio´n del mercado de telecomunicaciones mo´viles, partiendo
de las diferentes gra´ficas que representan el comportamiento del nu´mero de
usuarios para cada uno de los operadores y su correspondiente error, as´ı mis-
mo se analiza el comportamiento del mercado en funcio´n de las variables que
intervienen en e´ste como son: condiciones de entrada al mercado, diferencias




4.2.1. Resultados de la Modelacio´n de Usuarios para el Operador
A (Claro)
De la figura 26 se puede evidenciar que para el operador A el modelo en
espacio de estados no fue posible (modelo lineal), para este operador solo fue
posible la modelacio´n usando te´cnicas de inteligencia artificial, obtenie´ndose
una mejor respuesta con el modelo de redes neuronales.
En cuanto al error obtenido en la modelacio´n se induce de la figura 27
que el modelo en espacio de estado presenta un error casi del 100 %, lo que
permite determinar que es un modelo no va´lido para este operador, en cuanto
al modelo h´ıbrido y al modelo con redes neuronales se puede ver que los
errores en la modelacio´n se presentan de manera alternada, con porcentajes
de error muy semejantes.
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Figura 18: Red neuronal para Operador A
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Figura 19: Red neuronal para Operador B
Figura 20: Red neuronal para Operador C
4.2.2. Resultados de la Modelacio´n de Usuarios para el Operador
B (Movistar)
De la figura 28 se observa que para el operador B el modelo en espacio
de estados tiene un comportamiento que asemeja el comportamiento real de53
Figura 21: Red neuronal para Operador D
Figura 22: Comportamiento de Usuarios Operador A con Red Neuronal
usuarios, pero se aprecia un cierto retraso en la respuesta del modelo, con los
modelos h´ıbrido y en redes neuronales se corrige esta situacio´n, obtenie´ndose
para este caso una mejor respuesta con el modelo h´ıbrido.
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Figura 23: Comportamiento de Usuarios Operador B con Red Neuronal
Figura 24: Comportamiento de Usuarios Operador C con Red Neuronal
En cuanto al error obtenido con la modelacio´n se deduce de la figura 29
que el modelo en espacio de estados presenta un error considerable en algunos
periodos de tiempo, se deduce que el modelo hibrido tiene un menor error
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Figura 25: Comportamiento de Usuarios Operador D con Red Neuronal
Figura 26: Resultados de modelacio´n operador A
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Figura 27: Errores en modelacion Operador A
Figura 28: Resultados de modelacio´n del Operador B
que el modelo con redes neuronales, lo que presume que para este operador
es mejor utilizar este modelo para su estimacio´n.
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Figura 29: Errores en modelacion Operador B
4.2.3. Resultados de la Modelacio´n de Usuarios para el Operador
C (Tigo)
De la figura 30 se observa que el modelo en espacio de estados conserva
la tendencia del comportamiento real de usuarios, sin embargo se observa un
error considerable en el modelo para algunos periodos de tiempo, el modelo
h´ıbrido permite corregir esta situacio´n y se observa un comportamiento con
este modelo muy parecido al comportamiento real de usuarios, el modelo
con redes neuronales es mejor aunque no tiene presente un cambio brusco al
inicio de la modelacio´n, se induce que para este operador el modelo con redes
neuronales es el que presenta un menor error por periodo de tiempo.
De la figura 31 se observa que el error del modelo en espacio de estados es
considerable, pero al igual que en el caso anterior este modelo se corrige con el
modelo h´ıbrido, dado que el modelo hibrido presenta un comportamiento muy
similar al de los usuarios reales, en cuanto al modelo con redes neuronales se
observa que el error disminuye aun ma´s con el tiempo siendo ambos modelos
h´ıbrido y neuronal buenos para modelar el comportamiento de usuarios.
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Figura 30: Resultados de Modelacion del Operador C
Figura 31: Errores en modelacion Operador C
4.2.4. Resultados de la Modelacio´n de Usuarios para el Operador
D (UFF)
De la figura 32 se observa que el modelo en espacio de estados definiti-
vamente no sirve para modelar el comportamiento de usuarios del operador59
D, el modelo hibrido permite corregir de alguna manera el error en el mode-
lo, el modelo neuronal es el que mejor se ajusta al comportamiento real del
operador.
Figura 32: Resultados de Modelacion del Operador D
Observando la figura 33 se ratifica que el mejor modelo para el operador
es el de redes neuronales, pues es el que presenta un menor error.
4.3. Ana´lisis de la Modelacio´n del Mercado de Tele-
comunicaciones Mo´viles
De los resultados obtenidos se infiere que en las condiciones en las que
se desarrolla el mercado de las telecomunicaciones mo´viles en Colombia, la
posibilidad de modelar el sistema es bastante dif´ıcil utilizando modelos li-
neales, en especial la modelacio´n del crecimiento del mercado en funcio´n de
los precios, se observa que las variables que intervienen en el mercado no
son proporcionales a la respuesta encontrada en la modelacio´n, por lo que se
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Figura 33: Errores en modelacion Operador D
infiere que el sistema no es lineal, razo´n por la que se opta por utilizar otras
te´cnicas de modelacio´n, para el caso inteligencia artificial, de forma que se
pueda estimar el comportamiento del sistema.
Algunas de las variables que intervienen en el comportamiento de este
sistema, ya se mencionaron en el cap´ıtulo anterior, altos costos en la infraes-
tructura, diferencia de precios on net y off net, cargos de interconexio´n, entre
otros, estas situaciones de alguna manera han generado variables adicionales
que deben ser tenidas en cuenta y que afectan el comportamiento del mer-
cado, de acuerdo a la CRC algunas de estas consideraciones adicionales son
las siguientes:
4.3.1. Inversio´n y Cobertura
En la figura 34 se presenta la inversio´n realizada por los operadores en
Colombia en los u´ltimos an˜os, esta inversio´n se refleja en la participacio´n
a nivel de usuarios que tienen los operadores en el mercado. Datos del an˜o
2010.
Adicional a la inversio´n se tiene el nivel de cobertura, el cual se observa
en la figura 35, Datos del an˜o 2010
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Figura 34: Inversion en Capital CAPEX
Figura 35: Inversion en Cobertura
S´ı estas variables son tenidas en cuenta en la participacio´n de usuarios
en el mercado es evidente que el operador dominante, Claro, ha hecho un
esfuerzo mayor a nivel de inversio´n y a nivel de cobertura que se ve reflejado
en el comportamiento del mercado.
4.3.2. Tra´fico on net y off net
Las diferencias de precios on net y off net afectan significativamente el
comportamiento del mercado, esto se refleja en el tra´fico generado en los
operadores, de la figura 36 se observa que para el operador dominante Claro
(antes Comcel) solo entre un 15 % y un 20 % por ciento de su tra´fico es off
net, el restante es on net, esto indica mayores ingresos para el operador dado
que no se incurren en gastos de interconexio´n con otros operadores; para
los operadores Movistar y Tigo se observa que el tra´fico off net es ma´s alto
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lo que indica que su tra´fico on net es ma´s bajo, por ende estos operadores
incurren en cargos de interconexio´n ma´s altos que el operador dominante lo
que implica un nivel de ingreso ma´s bajo para ellos.
Figura 36: Proporcion Tra´fico off net Total
Figura 37: Proporcion Tra´fico off net por segmento
De la figura 37 se observa que la diferencia de precios on net y off net
aumenta el efecto club del operador dominante, pues el tra´fico off net de e´ste
operador siempre es ma´s bajo que el de los otros operadores independiente
de la modalidad de pago de los usuarios, en modalidad prepago, por ejemplo,
los usuarios de Claro (antes Comcel) pra´cticamente no llaman a usuarios de
otros operadores, mientras que los usuarios de Movistar y Tigo lo hacen en
una proporcio´n much´ısimo mayor.
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Otras consideraciones importantes a tener en cuenta en la modelacio´n
de este mercado es el nivel de satisfaccio´n de los usuarios que redunda en
su beneficio social, as´ı mismo es importante tener en cuenta aspectos como
costos de cambio endo´genos que significa el costo que debe pagar el usuario
de un operador por cambiar de operador.
De las consideraciones anteriores se evidencia que para la modelacio´n de
un mercado como el de las telecomunicaciones las variables que intervienen
son much´ısimas, la participacio´n de usuarios es dif´ıcil de modelar solo con la
informacio´n de los precios que ba´sicamente es la informacio´n que se tiene dis-
ponible por parte de los operadores, en Colombia como en muchos pa´ıses del
mundo este mercado se ve marcado por situaciones como: barreras de entra-
da, costos de infraestructura, concentracio´n de usuarios, distorsio´n de tarifas,
concentracio´n de tra´fico on net, entre otras. Con la entrada de un nuevo ope-
rador virtual al mercado UFF, no se evidencian cambios significativos en el
comportamiento del mercado, se debe esperar un tiempo ma´s para analizar
el comportamiento del mercado con la entrada de otros operadores mo´viles
virtuales como: Virgin Mobile Colombia y E´xito Mo´vil Colombia, el opera-
dor dominante sigue ampliando su monopolio en el mercado, los operadores
Movistar y Tigo en los u´ltimos an˜os han realizado esfuerzos considerable
en inversio´n y cobertura que se han reflejado en el aumento del nu´mero de
suscriptores a sus redes, pero no impactan en el comportamiento global del
mercado; adicional a la entrada de los operadores mo´viles se tiene el tema de
la portabilidad nume´rica, medidas regulatorias adoptadas en Colombia con
la finalidad de reducir el monopolio del operador dominante.
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5. Conclusiones y Recomendaciones
Se obtiene una modelacio´n aproximada al mercado de las telecomunica-
ciones mo´viles en Colombia, modelos basados en datos de usuarios y precios
disponibles en las pa´ginas web del Ministerio de Telecomunicaciones de Co-
lombia, en este caso modelo´ de crecimiento de usuarios para los operadores
de redes mo´viles: Claro, Movistar y Tigo y para el operador mo´vil virtual
Uff.
En primer lugar se realizo´ una modelacio´n del crecimiento de usuarios
en espacio de estados, usando como referencia los modelos de Cricelli et al
(2002), los cuales se utilizaron para modelar este mismo mercado en Italia,
se inicia con la identificacio´n de las variables que intervienen en el mercado y
se utilizan te´cnicas de identificacio´n de para´metros para la construccio´n del
modelo de Colombia, de los resultados obtenidos se infiere que este modelo
solo fue va´lido para dos operadores (Movistar y Tigo) lo que deja eviden-
ciar que este mercado es no lineal; para el operador dominante (Claro) y el
operador entrante (Uff) la modelacio´n no fue posible con esta te´cnica, esto
puede deberse a las condiciones de competencia y estrategias de precios que
no son los mismos para todos los competidores. Se concluye entonces que
esta te´cnica de modelacio´n puede ser va´lida solo bajo ciertas condiciones del
mercado, dado que no se cuenta con la suficiente informacio´n del mismo.
A partir del modelo obtenido en espacio de estados se construyo´ un mo-
delo hibrido, para lo cual se modelo´ el error del modelo anterior, este error
se modelo utilizando te´cnicas de inteligencia artificial (redes neuronales) con
lo que el modelo hibrido se convierte en la suma del modelo en espacio de
estados y el error, esta te´cnica de modelacio´n permitio´ la modelacio´n del
comportamiento usuarios de los cuatro operadores, siendo muy apropiada
para predecir el comportamiento del mercado.
Finalmente se utilizo´ como te´cnica de modelacio´n solamente redes neuro-
nales, dado que esta te´cnica tiene la capacidad de aprendizaje a partir de los
datos conocidos en el sistema, esta te´cnica de modelacio´n fue la ma´s acertada
para reproducir el comportamiento del mercado.
En el desarrollo de este trabajo se incorporaron conocimientos del a´rea
de la matema´tica y del a´rea espec´ıfica de las telecomunicaciones, dada la
carencia de modelacio´n de este mercado en Colombia se inicia con la iden-
tificacio´n de las variables que intervienen en este sector, se hace un rastreo
de las te´cnicas que a nivel Internacional se han desarrollado para modelar
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matema´ticamente el mercado y a partir de datos reales del mercado se im-
plementa, se simula y se valida.
Se presentan entonces unos resultados que a futuro servira´n para el ana´li-
sis del mercado y para el desarrollo de nuevas aplicaciones, estos resultados
pueden ser tenidos en cuenta por entes reguladores, operadores de telefon´ıa
mo´vil y otras agremiaciones del sector para preveer y analizar el impacto de
medidas regulatorias que se implementen en el sector, adicionalmente para el
desarrollo de futuras aplicaciones que de tipo acade´mico se desarrollen para




Se presentan a continuacion las definiciones de la estructura del modelo:
Ingreso: es el flujo de salarios, intereses o dividendos y demas cosas de
valor, recibida durante un periodo de tiempo. Los ingresos se distribu-
yen en forma de salarios, beneficios, rentas e intereses.
Beneficios: es el ingreso total menos los costos que se pueden cargar
adecuadamente a los bienes vendidos. Diferencia entre los ingresos por
venta y el costo de oportunidad total de los recursos involucrados en la
produccion de los bienes.
Duopolio: es una estructura de mercado donde solo existen dos vende-
dores.
Excedente del consumidor: es la diferencia entre la cantidad que un
consumidor estaria dispuesto a pagar por un bien y la cantidad que
paga en realidad. Esta diferencia surge porque las utilidades margina-
les (en terminos de dolares) de todas las unidades excepto la ultima,
supera al precio. Bajo determinadas circunstancias, el valor monetario
del excedente del consumidor puede medirse (usando una grafica de la
curva de demanda) como el area bajo la curva de demanda pero por
encima de la linea de precios.
Ganancia: aumento del valor de un activo de capital, como tierra o
acciones, donde la ganancia esta en la diferencia entre el precio de
venta y el precio de compra del activo.
Oferta: valor total de los bienes y servicios que las empresas estarian
dispuestas a producir en un periodo dado. La oferta agregada es una
funcion de los insumos disponibles, la tecnologia y el nivel de precios.
Demanda: gasto total, deseado o planteado durante un periodo deter-
minado. Esta determinada por el nivel agregado de precios e influyen
en ella la inversion interna, las exportaciones netas, el gasto del estado,
la funcion de consumo y la oferta de dinero.
Utilidad: denota satisfaccion, se refiere a la manera en que los consumi-
dores ordenan diversos bienes y servicios. Placer o beneficio subjetivo
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que una persona deriva de consumir un bien o servicio. Es una cons-
truccion cientifica que los economistas usan para comprender la forma
en que los consumidores racionales dividen sus recursos limitados entre
los bienes que les proporcionan satisfaccion.
Utilidad marginal: denota la utilidad adicional que se obtiene del con-
sumo de una unidad adicional de un bien.
Competencia perfecta: es un mercado en el que no existe empresa o
consumidor grande como para afectar el precio de mercado.
Existen ineficiencias del mercado, cuando hay efectos exogenos o exter-
nalidades, que implican la imposicion involuntaria de costes o benefi-
cios. Las externalidades se presentan cuando las empresas o las personas
imponen costes u otorgan beneficios a quienes no participaron en esa
transaccion de mercado.
Costo fijo: en ocasiones llamado costo indirecto representa el gasto mo-
netario total en que se incurre aunque no se produzca nada; no varia
aunque cambie la cantidad de produccion. Consiste de alquileres, pagos
contractuales, pagos de intereses, etc. Los mismos que deben pagarse
si no se realiza la actividad o si la produccion se modifica.
Costo variable: representa los gastos que varian con el nivel de produc-
cion e incluye todos los costos que no son fijos.
Costo total: es el gasto monetario total minimo necesario para obtener
cada nivel de produccion.
Costo marginal: es el costo adicional de producir una unidad mas.
Equilibrio de Nash: en teoria de juegos, es el conjunto de estrategias
de los jugadores en el que ninguno de ellos puede mejorar su pago,
dada la estrategia del otro. Es decir, dada la estrategia del jugador A,
el jugador B no puede mejorar y dada la estrategia del jugador B, A
tampoco puede. El equilibrio de Nash tambien se llama equilibrio no
cooperativo
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6.2. Tablas de Datos
Usuarios reales:
Dado que los operadores para los periodos de tiempo sen˜alados no pre-
sentan una tarifa u´nica en calidad prepago, se presentan en la siguiente tabla
los precios promedios en calidad Off Net en pesos Colombianos:
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